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Ââåäåíèå

Îòîáðàæåíèå òåíåé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, òàê êàê
òåíè ïîçâîëÿþò ïîâûñèòü ðåàëèñòè÷íîñòü ñöåíû.

Òåíè äåëÿòñÿ íà ñîáñòâåííûå è ïàäàþùèå (èëè ïðîåêöèîííûå) (ñì. Ðèñ. 1). Ñîá-
ñòâåííîé òåíüþ A íàçûâàåòñÿ íåîñâåù¼ííàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè. Ïàäàþùåé èëè ïðî-
åêöèîííîé òåíüþ B íàçûâàåòñÿ òåíü, êîòîðàÿ ïàäàåò íà äðóãóþ ïîâåðõíîñòü èëè íà
÷àñòü ñàìîé ïîâåðõíîñòè. Ëèíèÿ, îòäåëÿþùàÿ íåîñâåù¼ííóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè îò
îñâåù¼ííîé, íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîíòóðîì ñîáñòâåííîé òåíè C è êîíòóðîì
ïàäàþùåé òåíè D. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðî-
åêöèîííûõ òåíåé.

Ðèñ. 1. Ñîáñòâåííûå è ïàäàþùèå (ïðîåêöèîííûå) òåíè.

Ðåàëüíàÿ òåíü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïîëóòåíè è ïîëíîé òåíè (ñì. Ðèñ. 2).
Ïîëíàÿ òåíü � ýòî öåíòðàëüíàÿ, òåìíàÿ, ðåçêî î÷åð÷åííàÿ ÷àñòü, à ïîëóòåíü �
îêðóæàþùàÿ åå áîëåå ñâåòëàÿ ÷àñòü. Ðàñïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè ñâåòà êîíå÷íîãî
ðàçìåðà ñîçäàþò êàê òåíü, òàê è ïîëóòåíü: â ïîëíîé òåíè ñâåò âîîáùå îòñóòñòâóåò,
à ïîëóòåíü îñâåùàåòñÿ ÷àñòüþ ðàñïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïîëíàÿ òåíü îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñâåòà.

Èíîãäà îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþò òåíè îò ïîëóïðîçðà÷íûõ è îêðàøåííûõ ìàòå-
ðèàëîâ (ñì. Ðèñ. 3). Òàêèå ìàòåðèàëû ÷àñòè÷íî ïðîïóñêàþò ñâåò è ìîãóò îêðàøèâàòü
åãî, ÷òî òîæå ìîæíî ó÷èòûâàòü ïðè ïîñòðîåíèè òåíåé, ÷òîáû ïðèäàòü ñöåíå åù¼ áîëü-
øóþ ðåàëèñòè÷íîñòü. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òåíè òîëüêî
îò íåïðîçðà÷íûõ ìàòåðèàëîâ.

Â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ïîäõîäîâ ê
âû÷èñëåíèþ òåíåé, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ñâîè îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ è ðåñóðñî-
¼ìêîñòü:
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Ðèñ. 2. Ïîëóòåíü è ïîëíàÿ òåíü.

Ðèñ. 3. Òåíü îò ïîëóïðîçðà÷íîãî îêðàøåííîãî ìàòåðèàëà.

� Ïëàíàðíûå ïðîåêöèîííûå òåíè (projective shadows): ïðîåöèðîâàíèå
ãåîìåòðèè îáúåêòà íà îïîðíóþ ïëîñêîñòü âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñâåòà. Ìåòîä
ïðîñò è áûñòð, õîðîøî ïîäõîäèò, êîãäà íóæíî ïîëó÷èòü òåíü íà îäíîé ïëîñ-
êîñòè;

� Shadow Mapping: ïîñòðîåíèå êàðòû ãëóáèíû èç ïðîñòðàíñòâà èñòî÷íèêà ñâå-
òà è ïîñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà âèäèìîñòè. Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â èíòåðàêòèâíîé
ãðàôèêå, ìàñøòàáèðóåòñÿ íà ñëîæíûå ñöåíû;

� Shadow Volumes: ïîñòðîåíèå îáú¼ìîâ òåíè ïî ñèëóýòàì îáúåêòîâ è ïðîâåðêà
ïîïàäàíèÿ òî÷êè â îáú¼ì. Îáåñïå÷èâàåò ÷¼òêèå ãðàíèöû, íî ñëîæíåå â ðåàëè-
çàöèè;

� Òðàññèðîâêà ëó÷åé: ôèçè÷åñêè êîððåêòíàÿ ïðîâåðêà âèäèìîñòè ïî ëó÷àì îò
òî÷êè ê èñòî÷íèêó. Äà¼ò âûñîêîå êà÷åñòâî, íî îáû÷íî äîðîæå ïî âû÷èñëåíèÿì.

Â äàííîé ðàáîòå ðåàëèçîâàí ïåðâûé ïîäõîä � ïëàíàðíûå ïðîåêöèîííûå òåíè

ïðè íàïðàâëåííîì èñòî÷íèêå ñâåòà íà áåñêîíå÷íîñòè. Ãåîìåòðèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà
ïðîåöèðóåòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ëó÷àìè íà ïëîñêîñòü, ïîñëå ÷åãî ñöåíà âèçóàëèçèðóåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãðàôè÷åñêîé êàìåðû. Òàêîé âûáîð ïîçâîëÿåò ñôîêóñèðîâàòüñÿ íà
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ëèíåéíîé àëãåáðå ïîñòðîåíèÿ òåíè è íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü êëþ÷åâûå øàãè
àëãîðèòìà ïðè óìåðåííîé ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî: 3D-ñöåíà:

� Ïàðàëëåëåïèïåä P, çàäàííûé êîîðäèíàòàìè âåðøèí {vi ∈ R3}8i=1.

� Ïëîñêîñòü H, çàäàííàÿ òî÷êîé p0 ∈ R3 è íîðìàëüþ nH ∈ R3, |nH | = 1.

� Èñòî÷íèê ñâåòà L, íàõîäÿùèéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè Z.

� Íàáëþäàòåëü O, çàäàííûé ïîçèöèåé o ∈ R3 è îðèåíòàöèåé (øèðîòà ϕ è äîëãîòà
θ).

Òðåáóåòñÿ: Ïîñòðîèòü ïîëíóþ ïðîåêöèîííóþ òåíü, îòáðàñûâàåìóþ ïàðàëëåëå-
ïèïåäîì íà ïëîñêîñòü.
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2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òåíåé

2.1 Øàãè àëãîðèòìà

1. Îïðåäåëèòü ëèöåâûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà:

� Äëÿ ãðàíè Fj, çàäàííîé âåðøèíàìè {va, vb, vc}, íîðìàëü âû÷èñëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

nj =
(vb − va)× (vc − va)

∥(vb − va)× (vc − va)∥

� Ãðàíü Fj ïàðàëëåëåïèïåäà ñ÷èòàåòñÿ ëèöåâîé, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå å¼ íîðìàëè nj è âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ ñâåòà dL îòðèöàòåëüíî:

nj · dL < 0

� Ïîñêîëüêó èñòî÷íèê ñâåòà íàïðàâëåí âäîëü îòðèöàòåëüíîé îñè Z (dL =
(0, 0,−1)), êðèòåðèé óïðîùàåòñÿ äî:

n3(Fj) > 0

2. Ïðîåêöèÿ ëèöåâûõ ãðàíåé íà ïëîñêîñòü H.

� Äëÿ êàæäîé ëèöåâîé ãðàíè Fj âûïîëíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåð-
øèí {vk}4k=1 íà H âäîëü dL.

� Äëÿ âåðøèíû {vk} = (xk, yk, zk):

v′k = vk + t dL, t =
nH · (p0 − vk)

nH · dL

� Äëÿ êàæäîé ëèöåâîé ãðàíè Fj, èç ïðîåöèðîâàííûõ âåðøèí â ïîðÿäêå,
ñîîòâåòñòâóþùåì Fj, ôîðìèðóåòñÿ òåíåâîé ìíîãîóãîëüíèê, ïîñëå ÷åãî
îí äîáàâëÿåòñÿ â ñòðóêòóðó äàííûõ.

3. Ïîñòðîèòü âèä ñöåíû èç çàäàííîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

� Ïðèìåíèì ìàòðèöó ñöåíû ê êàæäîé òî÷êå v (ïðè ýòîì êîîðäèíàòû òî-
÷åê ïåðåâîäÿòñÿ â îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèåì
ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ w = 1), ïðåîáðàçóþùóþ ìèðîâûå êîîðäèíàòû
â ñèñòåìó êîîðäèíàò êàìåðû:

� Ìàòðèöà òðàíñëÿöèè:

T (o) =


1 0 0 −ox

0 1 0 −oy

0 0 1 −oz

0 0 0 1


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� Ìàòðèöà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Y íà óãîë θ:

Ry(θ) =


cos(θ) 0 sin(θ) 0

0 1 0 0

− sin(θ) 0 cos(θ) 0

0 0 0 1


� Ìàòðèöà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè X íà óãîë ϕ:

Rx(ϕ) =


1 0 0 0

0 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0

0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 0 1


� Èòîãîâàÿ ìàòðèöà:

Mview = Rx(ϕ) ∗Ry(θ) ∗ T (o)

� Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ îðòîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ:

Mortho =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


� Ïîñëåäíèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ âèçóàëèçàöèÿ ñöåíû.
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3 Ðåçóëüòàòû

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïëàíàðíîé ïðîåêöèè òåíè ïðè íàïðàâëåííîì èñòî÷íè-
êå ñâåòà áûë èñïîëüçîâàí Python 3.13 è áèáëèîòåêè numpy, matplotlib. Íà ðèñ. 4�6
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òåíåé äëÿ ïîâ¼ðíóòîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà è ïëîñêîñòè ñ òð¼õ ðàçíûõ ðàêóðñîâ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

Êîîðäèíàòû âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà (ïîñëå ïîâîðîòà íà 30°, 30°, 0°):

� Âåðøèíà 0: [5.21, 3.06, 7.03]

� Âåðøèíà 1: [9.54, 3.06, 4.53]

� Âåðøèíà 2: [10.04, 4.79, 5.40]

� Âåðøèíà 3: [5.71, 4.79, 7.90]

� Âåðøèíà 4: [6.08, 2.06, 8.53]

� Âåðøèíà 5: [10.41, 2.06, 6.03]

� Âåðøèíà 6: [10.91, 3.79, 6.90]

� Âåðøèíà 7: [6.58, 3.79, 9.40]

Ïàðàìåòðû îñâåùåíèÿ:

� Øèðîòà èñòî÷íèêà ñâåòà: 90°

� Äîëãîòà èñòî÷íèêà ñâåòà: 0°

� Âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ëó÷à ñâåòà: (0.000, 0.000, -1.000)

Ïàðàìåòðû ïëîñêîñòè ïðîåêöèè:

� Òî÷êà ïëîñêîñòè: [0, 0, 0]

� Íîðìàëü ïëîñêîñòè: [0, 0, 1]

Èñòî÷íèê ñâåòà çàôèêñèðîâàí â îäíîé ïîçèöèè. Øèðîòà è äîëãîòà îïðåäåëÿþò
íàïðàâëåíèå èñòî÷íèêà ñâåòà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè øèðîòå 90° è äîëãîòå
0° èñòî÷íèê ñâåòà íàïðàâëåí ñòðîãî âåðòèêàëüíî ââåðõ âäîëü îñè Z.

Ïîçèöèîíèðîâàíèå íàáëþäàòåëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ óãëîâ â ñôå-
ðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: óãëà âîçâûøåíèÿ (elevation) - óãëà îò ïëîñêîñòè XY, è
àçèìóòà (azimuth) - óãëà ïîâîðîòà âîêðóã îñè Z. Íàáëþäàòåëü ìîäåëèðóåòñÿ îðòî-
ãðàôè÷åñêîé êàìåðîé.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ñöåíû ñ âèäîì ñâåðõó, ãäå íàáëþäàòåëü
íàõîäèòñÿ â òîé æå ïîçèöèè, ÷òî è èñòî÷íèê ñâåòà. Â ýòîì ðàêóðñå òåíè íå âèäíî,
òàê êàê îíà çàêðûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì.
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Ðèñ. 4. Âèä ñâåðõó (elevation=90°, azimuth=0°)

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàí âèä ñáîêó, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óâèäåòü òåíü îò ïàðàëëåëåïè-
ïåäà íà ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 5. Âèä ñáîêó (elevation=60°, azimuth=180°)

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí âèä ïîä óãëîì, äåìîíñòðèðóþùèé òð¼õìåðíóþ ñòðóêòóðó
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ïàðàëëåëåïèïåäà è ïðîåöèðóåìûõ òåíåé, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü êîððåêòíîñòü ðàáîòû
àëãîðèòìà ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê îáçîðà.

Ðèñ. 6. Âèä ïîä óãëîì (elevation=30°, azimuth=45°)
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4 Ñðàâíåíèå ñ áèáëèîòå÷íûì àëãîðèòìîì

Â êà÷åñòâå áèáëèîòå÷íîãî ýòàëîíà âûáðàí ïëàíàðíûé àëãîðèòì òåíåé íà îñ-
íîâå ìàòðèöû ïðîåêöèè (OpenGL-ñîâìåñòèìàÿ shadow-projection matrix íà ïëîñ-
êîñòü). Îáà ìåòîäà ðåøàþò îäíó è òó æå çàäà÷ó: ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåðøèí
ïàðàëëåëåïèïåäà íà ïëîñêîñòü âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñâåòà, ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ
ðåíäåð ñöåíû. Òåîðåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü îáîèõ ïîäõîäîâ ëèíåéíà ïî ÷èñëó îáðàáàòû-
âàåìûõ âåðøèí/ïîëèãîíîâ. Â ñðàâíåíèè âàðüèðîâàëîñü ÷èñëî îäèíàêîâûõ îáúåêòîâ
(ïàðàëëåëåïèïåäîâ) â ñöåíå. Ïîä ¾áèáëèîòå÷íîé ðåàëèçàöèåé¿ â îò÷¼òå ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ OpenGL-ñîâìåñòèìûé ìåòîä, âûçûâàåìûé ÷åðåç Python API (èç áèáëèîòåêè
PyOpenGL). Âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü íà CPU.

Äëÿ êîððåêòíîñòè îöåíêè ó÷èòûâàëîñü òîëüêî âðåìÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ âû÷èñëå-

íèé ïðîåêöèè è ñáîðêè òåíåâûõ ïîëèãîíîâ; íàêëàäíûå ðàñõîäû íà îòðèñîâêó ãðà-
ôèêàìè èñêëþ÷àëèñü. Çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû óñðåäí¼ííî ïî ñåðèè ïðîãîíîâ; öèôðû
ÿâëÿþòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíûìè è ñëóæàò äëÿ èëëþñòðàöèè îòíîñèòåëüíîé ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè.

N Íàø àëãîðèòì, ìñ Áèáëèîòå÷íûé, ìñ Ðàçíèöà, %

1 1.51 1.04 45.1

5 3.80 2.82 34.9

10 6.23 5.31 17.3

20 11.76 10.26 14.6

50 27.41 25.57 7.2

100 54.38 50.92 6.8

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ òåíè ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå îáúåêòîâ N

Âûâîäû ïî ñðàâíåíèþ. Îáà ïîäõîäà ìàñøòàáèðóþòñÿ ëèíåéíî ïî ÷èñëó îáú-
åêòîâ. Íà ìàëûõ N íàáëþäàåòñÿ áîëåå çàìåòíîå îòñòàâàíèå íàøåãî ìåòîäà (ïîðÿä-
êà 35�45% ïðè N = 1�5), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûìè íàêëàäíûìè ðàñõîäà-
ìè Python (ñîçäàíèå/êîïèðîâàíèå ìàññèâîâ, âûçîâû ôóíêöèé) è ìåíüøåé ñòåïåíüþ
âåêòîðèçàöèè. Ïî ìåðå ðîñòà ñöåíû âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü äîìèíèðóåò, íàêëàäíûå
àìîðòèçèðóþòñÿ, è ðàçíèöà ñíèæàåòñÿ äî 6�7% (ïðè N ≥ 50).
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Ðèñ. 7. Ãðàôèê ñðàâíåíèÿ âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ òåíè: çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà îáúåêòîâ
N
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ òåíåé è ðåàëè-
çîâàí ìåòîä ïëàíàðíîé ïðîåêöèè òåíè ïàðàëëåëåïèïåäà íà ïëîñêîñòü ïðè íàïðàâ-
ëåííîì èñòî÷íèêå ñâåòà. Ðåàëèçàöèÿ âûïîëíåíà íà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì
áèáëèîòåê numpy è matplotlib. Ïðåäñòàâëåíû òðè èçîáðàæåíèÿ ñöåíû äëÿ ðàçíûõ
ïîëîæåíèé îðòîãðàôè÷åñêîé êàìåðû, à òàêæå çàôèêñèðîâàíû ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû
ýêñïåðèìåíòà. Âûïîëíåíî ñðàâíèòåëüíîå òåñòèðîâàíèå ñ áèáëèîòå÷íûì ïëàíàðíûì
ìåòîäîì: ïîëó÷åíî áëèçêîå âðåìÿ ðàáîòû � íà ìàëûõ ñöåíàõ îòñòàâàíèå âûøå, íà
áîëüøèõ � îêîëî 6�7% ïðè ñõîæåì ëèíåéíîì ìàñøòàáèðîâàíèè ïî ÷èñëó îáúåêòîâ.
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Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÑïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ìóõèí Î. È., ¾Êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà¿. URL https://stratum.ac.ru/
education/textbooks/kgrafic/additional/addit28.html (äàòà îáðàùåíèÿ
29.08.2025 ã.)
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