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1 Çàäàíèå �1

1.1 Ïóíêò a
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Ôîðìóëèðîâêà ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ
ìîäåëü çàâèñèìîñòè Y îò X èìååò âèä:

Y = β1 + β2X + ϵ,

ãäå: - β1 � ïàðàìåòð ñäâèãà, - β2 � ïàðàìåòð ìàñøòàáà, - ϵ � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà.

Ïîñòðîåíèå ÌÍÊ-îöåíîê ïàðàìåòðîâÌåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê β̂1 è β̂2, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàä-
ðàòîâ îñòàòêîâ.

β1 = 15.5869

β2 = −0.2522

R2 ëèíåéíîé ìîäåëè: 0.0144

Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ëèíèè Òî÷êè ðàçáðîñàíû, ëèíèÿ íå îò-
ðàæàåò òðåíä, ÷òî ãîâîðèò î ïëîõîì ñîîòâåòñòâèè.

Íàêëîí ëèíèè: Ëèíèÿ áëèçêà ê ãîðèçîíòàëüíîé, çàâèñèìîñòü ñëàáàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, Ìåæäó X è Y íåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü íå
ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ.
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1.2 Ïóíêò b

Ôîðìóëèðîâêà ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè Y îò X èìååò âèä:

Y = β1 + β2X + β3X
2 + ϵ,

ãäå:

� β1 � ïàðàìåòð ñäâèãà,

� β2 � ëèíåéíûé êîýôôèöèåíò ïðè X,

� β3 � êâàäðàòè÷íûé êîýôôèöèåíò ïðè X2,

� ϵ � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü: β1 = 16.8727 β2 = −1.1208 β3 = 0.1296

R2 ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè: 0.0240

Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ëèíèè: Òî÷êè ðàçáðîñàíû, ëèíèÿ íå
îòðàæàåò òðåíä, ÷òî ãîâîðèò î ïëîõîì ñîîòâåòñòâèè.

Íèçêèé R² îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü ïëîõî îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó
X è Y .

Ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà òî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü íå ïîäõîäèò
äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ.
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1.3 Ïóíêò c
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Ïðîâåðêà íîðìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2

Ýòàïû:

1. Ãèïîòåçû:

� H0: Îñòàòêè èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

� H1: Îñòàòêè íå èìåþò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

2. Ðàçäåëèòü äàííûå íà èíòåðâàëû (áèíû): Èñïîëüçóåì òå æå èíòåðâàëû, ÷òî è
â ãèñòîãðàììå.

3. Ðàññ÷èòàòü íàáëþäàåìûå (Oi) è îæèäàåìûå (Ei) ÷àñòîòû:

� Ei = N · P (äëÿ i-ãî èíòåðâàëà), ãäå P � âåðîÿòíîñòü èç íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ N(µ, σ2).

4. Âû÷èñëèòü ñòàòèñòèêó χ2:

χ2 =
∑ (Oi − Ei)

2

Ei

.

5. Ñðàâíèòü ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì χ2: Åñëè χ2 > χ2
êðèò

, îòâåðãàåì H0.

Õè-êâàäðàò ñòàòèñòèêà: 2.7737

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå: 13.3882

p-value: 0.7348

Íå îòâåðãàåì H0: ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîå

Âèçóàëüíî: Îñòàòêè áëèçêè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ñòàòèñòè÷åñêè: Êðèòåðèé χ2 íå âûÿâèë çíà÷èìûõ îòêëîíåíèé îò íîðìàëüíî-
ñòè íà óðîâíå α = 0.02.

Ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè îøèáîê âûïîëíÿåòñÿ.

1.4 Ïóíêò d

×àñòíûå èíòåðâàëû ñòðîÿòñÿ äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà îòäåëüíî, èñïîëüçóÿ t-
ðàñïðåäåëåíèå.

Ôîðìóëà:
β̂j ± t1−α/2,n−p · SE(β̂j),

ãäå:

� β̂j - îöåíêà ïàðàìåòðà,

� SE(β̂j) - ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ïàðàìåòðà,

� t1−α/2 - êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå t-ðàñïðåäåëåíèÿ,

� n - ÷èñëî íàáëþäåíèé,
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� p - ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (äëÿ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè p = 3).

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (óðîâåíü 0.98):

� Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ β2 (98.0%): [-4.2930, 2.0514]

� Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ β3 (98.0%): [-0.3310, 0.5902]

Ñîâìåñòíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû Ñîâìåñòíûå èíòåðâàëû ó÷èòûâàþò
êîððåëÿöèþ ìåæäó îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ. Èñïîëüçóåì ìåòîä Áîíôåððîíè èëè F-
ðàñïðåäåëåíèå.

Ìåòîä Áîíôåððîíè

Ôîðìóëà:
β̂j ± t1−α/(2k),n−p · SE(β̂j),

ãäå k = 2 (÷èñëî ïàðàìåòðîâ β2 è β3).

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ β2 è β3:

X X2

X 1.734960 -0.245172

X2 -0.245172 0.036575

Ñîâìåñòíûå èíòåðâàëû (Áîíôåððîíè):

� β2: [-4.657, 2.415]
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� β3: [-0.384, 0.643]

Ìåòîä F-ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôîðìóëà:
(β̂ − β)T · Cov(β̂)−1 · (β̂ − β) ≤ F1−α,2,n−p,

ãäå F1−α,2,n−p - êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå F-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîëíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà:

const X X2

const 4.7543 -2.7403 0.3629

X -2.7403 1.7350 -0.2452

X2 0.3629 -0.2452 0.0366

Âåêòîð îöåíîê ïàðàìåòðîâ [β2, β3]: [-1.120772, 0.129577]

1.5 Ïóíêò e

Ãèïîòåçà ëèíåéíîñòè

� H0: Çàâèñèìîñòü Y îò X ëèíåéíà (β3 = 0).

� H1: Çàâèñèìîñòü íåëèíåéíà (β3 ̸= 0).

Ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè

� H0: Y íå çàâèñèò îò X ëèíåéíà (β2 = β3 = 0).

� H1: Y çàâèñèò îò X ëèíåéíà (õîòÿ áû îäèí èç β2, β3 ̸= 0).

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû ëèíåéíîñòè (H0 : β3 = 0):

� t-ñòàòèñòèêà: 0.6775

� p-çíà÷åíèå: 0.5014

� Íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ëèíåéíîñòè (p > 0.02).

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè (H0 : β2 = 0):

� t-ñòàòèñòèêà: -0.8509

� p-çíà÷åíèå: 0.3991

� Íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè (p > 0.02).
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1.6 Ïóíêò f

Ñðàâíåíèå ìîäåëåé ïî AIC è BIC:

Ìîäåëü AIC BIC

Ëèíåéíàÿ 232.83 236.66

Êâàäðàòè÷íàÿ 234.35 240.08

AIC/BIC ëèíåéíîé ìîäåëè ìåíüøå, îíà ëó÷øå îïèñûâàåò äàííûå.

1.7 Ïóíêò g

Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè Y îò X

� Ëèíåéíàÿ ìîäåëü:

Y = 15.59− 0.25X, R2 = 0.014.

� Êðàéíå íèçêèé R2 (1.4%) óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè.

� Êîýôôèöèåíò β2 = −0.25 ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èì (äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë [-4.29, 2.05] âêëþ÷àåò íîëü).

� Êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü:

Y = 16.87− 1.12X + 0.13X2, R2 = 0.024.

� R2 = 2.4% ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäåëü îáúÿñíÿåò ëèøü íåçíà÷èòåëüíóþ
÷àñòü âàðèàöèè.

� Êîýôôèöèåíòû:

* β2 = −1.12 (ëèíåéíûé ÷ëåí): èíòåðâàë [-4.29, 2.05] âêëþ÷àåò íîëü.

* β3 = 0.13 (êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí): èíòåðâàë [-0.33, 0.59] âêëþ÷àåò
íîëü.

Ïðîâåðêà ãèïîòåç
Îñòàòêè áëèçêè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Êðèòåðèé χ2 íå âûÿâèë çíà÷èìûõ
îòêëîíåíèé îò íîðìàëüíîñòè íà óðîâíå α = 0.02.

Ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè îøèáîê âûïîëíÿåòñÿ.

AIC/BIC

Ìîäåëü AIC BIC

Ëèíåéíàÿ 232.83 236.66

Êâàäðàòè÷íàÿ 234.35 240.08
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� Ëèíåéíàÿ ìîäåëü èìååò áîëåå íèçêèå AIC/BIC, ÷åì êâàäðàòè÷íàÿ.

Àíîìàëèè â ðåçóëüòàòàõ

� Ïàðàäîêñ íèçêîãî R2:

� Îáå ìîäåëè îáúÿñíÿþò ìåíåå 3% âàðèàöèè, ÷òî ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå èõ
ïðàêòè÷åñêóþ ïðèìåíèìîñòü.

Èòîãîâûé âûâîä

� Îòñóòñòâèå çíà÷èìîé ñâÿçè: Íè ëèíåéíàÿ, íè êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëè íå äå-
ìîíñòðèðóþò ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé çàâèñèìîñòè Y îò X íà óðîâíå α = 0.02.

� Ðåêîìåíäàöèè:

� Ïðîâåðèòü äàííûå íà íàëè÷èå âûáðîñîâ èëè îøèáîê.

� Ðàññìîòðåòü äðóãèå ïðåäèêòîðû èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ.

� Óâåëè÷èòü îáúåì äàííûõ äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè òåñòîâ.
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2 Çàäàíèå 2

2.1 Ïóíêò a

1. Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè äâóõôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Ìîäåëü ñ âçàèìîäåéñòâèåì ôàêòîðîâ:

Yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ϵijk,

ãäå:

� Yijk � íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Y äëÿ i-ãî óðîâíÿ ôàêòîðà A, j-ãî
óðîâíÿ ôàêòîðà B, k-ãî ïîâòîðåíèÿ,

� µ � îáùåå ñðåäíåå,

� αi � ýôôåêò i-ãî óðîâíÿ ôàêòîðà A,

� βj � ýôôåêò j-ãî óðîâíÿ ôàêòîðà B,

� (αβ)ij � ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ A è B,

� ϵijk ∼ N(0, σ2) � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà.
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2. Ïîñòðîåíèå ÌÍÊ-îöåíîê ïàðàìåòðîâ

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïîëíîé ìîäåëè:

Intercept 11.998333

C(A)[T.2] 2.440000

C(B)[T.2] -2.586667

C(B)[T.3] 4.146667

C(B)[T.4] -0.345000

C(A)[T.2]:C(B)[T.2] 10.131667

C(A)[T.2]:C(B)[T.3] 1.561667

C(A)[T.2]:C(B)[T.4] 3.795000

3. Íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè

Íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê:

σ̂2 =
SSres

dfres
= 0.757,

ãäå:

� SSres � ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ,

� dfres = n−p � ñòåïåíè ñâîáîäû (n � ÷èñëî íàáëþäåíèé, p � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ).

2.2 Ïóíêò b

Ñâîäíàÿ òàáëèöà ñðåäíèõ çíà÷åíèé Y:

B 1 2 3 4

A

1 11.998333 9.411667 16.145000 11.653333

2 14.438333 21.983333 20.146667 17.888333

Âèçóàëüíàÿ ïðîâåðêà àääèòèâíîñòè:

� Ïåðåñå÷åíèå ëèíèé: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Y îò A ïðè ôèêñèðîâàííûõ B ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ëèíèè äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé B ïåðåñåêàþòñÿ, îñîáåííî ïðè B = 4.
Ýòî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôàêòîðàìè.

� Ñëåäñòâèÿ: Âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî âëèÿíèå îäíîãî
ôàêòîðà íà çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ Y çàâèñèò îò äðóãîãî ôàêòîðà.
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2.3 Ïóíêò c

Òåñò Øàïèðî-Óèëêà: p-value = 0.949

Íå îòâåðãàåì H0: îñòàòêè íîðìàëüíû.

Ðåçóëüòàòû:

� Ãèñòîãðàììà: Ðàñïðåäåëåíèå îñòàòêîâ áëèçêî ê íîðìàëüíîìó, ñîâïàäàåò ñ íà-
ëîæåííîé êðèâîé N(0, σ2).

� Q-Q ãðàôèê: Òî÷êè ëåæàò âäîëü ëèíèè y = x, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íîðìàëüíîñòü.

� Òåñò Øàïèðî-Óèëêà: ãèïîòåçà î íîðìàëüíîñòè íå îòâåðãàåòñÿ.
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2.4 Ïóíêò d

Òàáëèöà ANOVA:

df sum_sq mean_sq F PR(>F)

C(A) 1.0 478.108752 478.108752 631.694471 4.061068e-26

C(B) 3.0 153.241356 51.080452 67.489330 1.051893e-15

C(A):C(B) 3.0 178.558140 59.519380 78.639144 8.022881e-17

Residual 40.0 30.274683 0.756867 NaN NaN

Ðåçóëüòàòû ANOVA

� Ôàêòîð A:

F = 631.69, p-value < 0.001 → çíà÷èìî âëèÿåò íà Y.

� Ôàêòîð B:

F = 67.49, p-value < 0.001 → çíà÷èìî âëèÿåò íà Y.

� Âçàèìîäåéñòâèå A×B:

F = 78.64, p-value < 0.001 → çíà÷èìî âëèÿåò íà Y.

� Âûâîä: Íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.02 âñå ôàêòîðû (A, B) è èõ âçàèìîäåé-
ñòâèå çíà÷èìî (p < 0.02). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âëèÿíèå ôàêòîðà A íà Y çàâèñèò
îò óðîâíÿ ôàêòîðà B, è íàîáîðîò.
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2.5 Ïóíêò e

Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè:

� AIC îöåíèâàåò áàëàíñ ìåæäó êà÷åñòâîì ïîäãîíêè ìîäåëè è å¼ ñëîæíîñòüþ,
íàêëàäûâàÿ øòðàô çà èçáûòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ.

� BIC ðàáîòàåò àíàëîãè÷íî AIC, íî ïðèìåíÿåò áîëåå ñòðîãèé øòðàô çà ñëîæ-
íîñòü, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ.

Ñðàâíèâàåì äâå ìîäåëè:

1. Ïîëíàÿ ìîäåëü (ñ âçàèìîäåéñòâèåì):

Y ∼ A+ b+ A : B.

2. Àääèòèâíàÿ ìîäåëü (áåç âçàèìîäåéñòâèÿ):

Y ∼ A+B.

Ìîäåëü AIC BIC

Ïîëíàÿ 130.10 145.07

Àääèòèâíàÿ 216.79 226.15

Âûâîä î ñðàâíåíèè ìîäåëåé

� Ðåçóëüòàòû AIC è BIC:

� Ïîëíàÿ ìîäåëü èìååò AIC = 130.10, â òî âðåìÿ êàê àääèòèâíàÿ ìîäåëü
èìååò AIC = 216.79. Ýòî óêàçûâàåò íà çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïîë-
íîé ìîäåëè.

� Ïîëíàÿ ìîäåëü òàêæå èìååò BIC = 145.07, à àääèòèâíàÿ ìîäåëü � BIC
= 226.15. Ðàçíèöà ïîäòâåðæäàåò âûáîð ïîëíîé ìîäåëè.

� Çàêëþ÷åíèå:

� Ïîëíàÿ ìîäåëü ïðåäïî÷òèòåëüíåå, òàê êàê îíà ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò
äàííûì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè AIC è BIC.

� Àääèòèâíàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ.

2.6 Ïóíêò f

1. Îñíîâíûå ýôôåêòû ôàêòîðîâ A è B

� Ôàêòîð A: Îêàçàë ñèëüíîå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå âëèÿíèå íà Y (F =
631.69, p < 0.001).
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� Ôàêòîð B: Òàêæå çíà÷èìî âëèÿåò íà Y (F = 67.49, p < 0.001).

2. Âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ A×B

� Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü: Âçàèìîäåéñòâèå çíà÷èìî (F = 78.64, p <
0.001).

� Âèçóàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Y îò A ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ B ïîêàçûâàåò ïåðåñå÷åíèå ëèíèé (îñîáåííî äëÿ B = 4), ÷òî óêàçûâàåò íà
íåàääèòèâíîñòü ýôôåêòîâ.

3. Âûáîð îïòèìàëüíîé ìîäåëè

AIC/BIC:

Ìîäåëü AIC BIC

Ïîëíàÿ (ñ âçàèìîäåéñòâèåì) 130.10 145.07

Àääèòèâíàÿ 216.79 226.15

Ðàçíèöà ∆AIC = 86.69 è ∆BIC = 81.08 ÿâíî óêàçûâàåò íà ïðåèìóùåñòâî ïîë-
íîé ìîäåëè.

Àääèòèâíàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå èí-
ôîðìàöèè.

4. Íîðìàëüíîñòü îñòàòêîâ

� Òåñò Øàïèðî-Óèëêà:

p-value = 0.949 =⇒ ãèïîòåçà î íîðìàëüíîñòè îñòàòêîâ íå îòâåðãàåòñÿ.

� Ãðàôè÷åñêàÿ ïðîâåðêà: Ãèñòîãðàììà îñòàòêîâ áëèçêà ê íîðìàëüíîé ôîðìå.

� Q-Q ãðàôèê ïîêàçûâàåò ñîâïàäåíèå òî÷åê ñ ëèíèåé y = x.

Ðåêîìåíäàöèè: Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ Y íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåé-
ñòâèå A×B, òàê êàê åãî èãíîðèðîâàíèå ïðèâåäåò ê ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêå.

Èòîãîâûé âûâîä

1. Ïîëíàÿ ìîäåëü ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðåäïî÷òèòåëüíà ïî êðèòåðèÿì AIC/BIC è
îáúÿñíÿåò äàííûå ëó÷øå àääèòèâíîé.

2. Íîðìàëüíîñòü îñòàòêîâ ïîäòâåðæäåíà òåñòàìè è ãðàôèêàìè.

Ðåêîìåíäàöèè:

� Ïðîâåðèòü äàííûå íà íàëè÷èå âûáðîñîâ äëÿ óðîâíÿ B = 4.

� Èñïîëüçîâàòü ïîëíóþ ìîäåëü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà ýôôåêòîâ.
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